
A1

A2

A3

B1

B2

B3

−
−
−

=
=
=

C1

C2

C3

C̄
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אמגודתופולחהמכתאוושה

הפולח A

טושפהרוקרשג

הפולח B

יולתרשג

הפולח C

םילבכרשג

IA = [0.08, 0.16] IB = [0.12, 0.20] IC = [0.28, 0.32]

.םהלשלשכהרועישיפלםירשגהשולשןיבתוושהלוננוצרב•

.םימעפרפסמהילעםירזוחו,היצלומיסםיצירמהפולחלכרובע•

.95%ןוחטיבתמרבךמסחוורולשכהרועישלדמואלבקנהפולחלכמ•

.רתויבהבוטהתיארנAהפולח,דבלבדמואהיפל•

היעבה
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Pr(µA < µB) ≥ 0.95
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םויהרדסלע

תופולחןיבהאוושה•

תויולתתופולחתאוושהרובעגווזמtןחבמ•

•CRN - Common Random Numbers

תויולתיתלבתופולחןיבהאוושהלWelchבוריק•



היצביטומ-תופולחתאוושה

:ונלאשםדוקהלוגרתב

?ךמסיחוורםעהיצלומיסלשםידדמםיחוודמךיא

:הנתשמהלאשהוישכע

?רתויהבוטהפולחוזיאםיטילחמךיא

:המגודל

השדחתכרעמלומתמייקתכרעמ

םיתרשרפסמלומדיחיתרש

תרחאתוינידמלומתחארותתוינידמ

היעבה

.דרפנבעצוממלכתעדלקיפסמאל

.תיטסיטטסקהבומתופולחהןיבשרפההםאהקודבלךירצ
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הדלפהלעפמ-המגוד

רפשלהשדחרוצייתכרעמלשהתלוכיתאקודבלהצורהדלפרוצייללעפמ

:םידדמינש

תכרעמבםימוגפהזוחא

רוצייהןמהאצותכתוטלפנהםוהיזהתומר

.דרפנבתכרעמלכונקדבםדוקהלוגרתב

.םייקהבצמלהשדחהתכרעמהןיבתורישיתוושהלהצרנתעכ

שדחעדימ

-תופולחהתצרהתעבCRNעצוב

.תופולחהלשתוליבקמתוצירןיבתולתתמייקרמולכ
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CRN - Common Random Numbers

.תופולחןיבהאוושהתעבתונושתיחפהלידכCRN-בשמתשנ

םתואבשמתשנ,היולתיתלבתויארקאםעתופולחהיתשתאץירהלםוקמב

.)SEEDותואתועצמאב(תוליבקמתוצירבםייארקאםירפסמימרז

Cov(Xj ,Yj) =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X)(Yi − Y) > 0

:איהשרפההתונושזאו

Var(Xj − Yj) = Var(Xj) + Var(Yj)− 2Cov(Xj ,Yj)

הרטמה
.תופולחהןיבלדבהתוהזללקמןכלו,שרפההתונושתאןיטקמיבויחםאתמ
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היצלומיסהינותנ-המגוד

:םיאבהםינותנהופסאנרקחמהמקלחכ

םוהיזהתמר םימוגפהזוחא

השדחתכרעמ םייקבצמ הציררפסמ השדחתכרעמ םייקבצמ הציררפסמ

19.11 21.54 1 0.053 0.053 1

19.45 20.26 2 0.042 0.060 2

20.95 21.73 3 0.053 0.053 3

19.57 15.37 4 0.040 0.060 4

20.00 19.61 5 0.050 0.053 5

18.66 18.35 6 0.046 0.057 6

19.36 16.13 7 0.048 0.060 7

18.29 16.52 8 0.041 0.057 8

18.43 17.76 9 0.042 0.057 9

18.46 17.36 10 0.054 0.057 10

19.16 21.13 11 0.042 0.051 11

20.48 16.66 12 0.054 0.055 12

20.66 19.41 13 0.045 0.057 13

18.51 16.21 14 0.043 0.054 14

20.07 15.10 15 0.047 0.053 15

19.411 18.21 עצוממ 0.047 0.056 עצוממ

0.867 2.266 ןקתתייטס 0.005 0.003 ןקתתייטס



’אףיעס

לשיסחיקוידםעתדדובתכרעמלכלשתואצותחווידבןיינועמלעפמה

?0.20לשתוקהבומתמרבשרדנהתוצירהרפסמהמ.0.05

:יסחיקוידבושיח

αi =
αtotal

Num of Comparisons

γ

1+ γ
=

0.05

1.05
= 0.0476, αtotal = 0.2, αi =

0.2

4
= 0.05, t

15−1,1− 0.05
2

= 2.145

םימוגפהזוחא םוהיזהדדמ

δ

X̄
=

t
15−1, 1− 0.05

2

0.003√
15

0.056
= 0.0296

δ

X̄
=

t
15−1, 1− 0.05

2

2.265√
15

18.210
= 0.0688 םייקבצמ

δ

X̄
=

t
15−1, 1− 0.05

2

0.005√
15

0.047
= 0.0589

δ

X̄
=

t
15−1, 1− 0.05

2

0.869√
15

19.411
= 0.0247 השדחתכרעמ

איההשירדה
δ

X̄
≤ .יסחיהקוידהתשירדבתודמועןניאםודאבתונמוסמהתופולחהיתשןכל.0.0476
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= 0.0688 םייקבצמ

δ

X̄
=

t
15−1, 1− 0.05

2

0.005√
15

0.047
= 0.0589

δ

X̄
=

t
15−1, 1− 0.05

2

0.869√
15

19.411
= 0.0247 השדחתכרעמ

איההשירדה
δ

X̄
≤ .יסחיהקוידהתשירדבתודמועןניאםודאבתונמוסמהתופולחהיתשןכל.0.0476



ךשמה-אףיעס

.יסחיהקוידהתשירדבתודמועאלתופולחהיתששתוארלןתינ

:סגקוידתועצמאבשרדנהתוצירהרפסמתאךרעשנ

n = n0

(
δ0
δt

)2

= n0

(
δ0

X̄ · γ
1+γ

)2

:םייקבצמ

n = 15

 t
15−1, 1− 0.05

2

· 2.265√
15

18.210 · 0.0476

2

= d31.416e = 32

:השדחתכרעמ

n = 15

 t
15−1, 1− 0.05

2

· 0.005√
15

0.047 · 0.0476

2

= d22.981e = 23



תוקהבומתמרותופולחתאוושה

ןיבתללוכהתוקהבומהתמרתאקלחנ,םידדמהמכותופולחהמכשירשאכ

.תואוושההלכ

αi =
αtotal

Num of Comparisons

rעצבנםידדמkותופולחrרובע · kתואוושה.

:אוהתואוושההרפסמהאלמתיגוזהאוושהבזא

(
r

2

)
· k
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תוקהבומתמרותופולחתאוושה

ןיבתללוכהתוקהבומהתמרתאקלחנ,םידדמהמכותופולחהמכשירשאכ
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rעצבנםידדמkותופולחrרובע · kתואוושה.

:אוהתואוושההרפסמהאלמתיגוזהאוושהבזא
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2

)
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גווזמ-tןחבמ:תופולחןיבהאוושה

:היצלומיסתוצירמתואצותלש)ההזךרואב(תורדסיתשתונותנ

X1,j , j = 1, . . . , n X2,j , j = 1, . . . , n

:תוליבקמתוצירבדדמותואןיבשרפההרובעירקמהנתשמרוצינ

Zj = X1,j − X2,j

:שדחהירקמההנתשמהרובעךמסחוורבשחנ

Z̄(n)± tn−1,1−α/2
SZ(n)√

n

:תוחנה

.תורדסהיתשבתוליבקמתוצירןיבתולתשי◦

.המצעינפבהפולחלכךותבתוצירןיבתולתןיא◦

.םישרפההתרדסרובעתוילמרונחינהלןתינ◦



גווזמ-tןחבמ:תופולחןיבהאוושה
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גווזמ-tןחבמ:תופולחןיבהאוושה

Zj = X1,j − X2,j , δ = tn−1,1−α/2
SZ(n)√

n

Z̄(n) =

∑n
j=1 Zj

n
S2
Z(n) =

∑n
j=1(Zj − Z̄(n))2

n− 1

:תורעשהןחבמ

µ0 = 0

םישרפההעצוממ:ספאהתרעשה

0אוה

H0 : µZ = µ0

H1 : µZ 6= µ0

tstat =
Z̄ − µ0
SZ/

√
n

tcrit = tn−1, 1−αi
2

|tstat| > tcrit ⇒ Reject H0



גווזמ-tןחבמ:תופולחןיבהאוושה

Zj = X1,j − X2,j , δ = tn−1,1−α/2
SZ(n)√

n

Z̄(n) =

∑n
j=1 Zj

n
S2
Z(n) =

∑n
j=1(Zj − Z̄(n))2

n− 1

:תורעשהןחבמ

µ0 = 0

םישרפההעצוממ:ספאהתרעשה

0אוה

םאונקדבםצעב

|Z̄| > δ

H0 : µZ = µ0

H1 : µZ 6= µ0

tstat =
Z̄ − µ0
SZ/

√
n

tcrit = tn−1, 1−αi
2

|tstat| > tcrit ⇒ Reject H0



גווזמ-tןחבמ:תופולחןיבהאוושה

Zj = X1,j − X2,j , δ = tn−1,1−α/2
SZ(n)√

n

Z̄(n) =

∑n
j=1 Zj

n
S2
Z(n) =

∑n
j=1(Zj − Z̄(n))2

n− 1

:תורעשהןחבמ

µ0 = 0

םישרפההעצוממ:ספאהתרעשה

0אוה

םאונקדבםצעב

|Z̄| > δ

|Z̄|
Sz/

√
n
> δ ·

√
n

Sz

H0 : µZ = µ0

H1 : µZ 6= µ0

tstat =
Z̄ − µ0
SZ/

√
n

tcrit = tn−1, 1−αi
2

|tstat| > tcrit ⇒ Reject H0
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.1הפולחמרתויהבוט2הפולחזא
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Welchבוריק-תופולחןיבהאוושה

לכרובעהנושתוצירהרפסמםאואתופולחהלשתוצירהןיבתולתןיאםא

.Welchבוריקבשמתשנ,גווזמןחבמבשמתשהלןתינאל,הפולח

:אוהשרפההרובעךמסהחוור

X̄1(n1)− X̄2(n2)± tf ,1−α/2

√
S2
1
(n1)

n1
+

S2
2
(n2)

n2

:תוחנה

.תורדסהיתשבתוליבקמתוצירןיבתולתןיא◦
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:י״עשפוחהתוגרדתאברקנ

f̂ =

(
S2
1
(n1)
n1

+
S2
2
(n2)
n2

)2
(

S2
1
(n1)

n1

)2

n1−1 +

(
S2
2
(n2)

n2

)2

n2−1
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היצלומיסהינותנ-המגוד

:שרפההתאבשחנ

םוהיזהתמר םימוגפהזוחא

השדחתכרעמ םייקבצמ הציררפסמ השדחתכרעמ םייקבצמ הציררפסמ

19.11 21.54 1 0.053 0.053 1

19.45 20.26 2 0.042 0.060 2

20.95 21.73 3 0.053 0.053 3

19.57 15.37 4 0.040 0.060 4

20.00 19.61 5 0.050 0.053 5

18.66 18.35 6 0.046 0.057 6

19.36 16.13 7 0.048 0.060 7

18.29 16.52 8 0.041 0.057 8

18.43 17.76 9 0.042 0.057 9

18.46 17.36 10 0.054 0.057 10

19.16 21.13 11 0.042 0.051 11

20.48 16.66 12 0.054 0.055 12

20.66 19.41 13 0.045 0.057 13

18.51 16.21 14 0.043 0.054 14

20.07 15.10 15 0.047 0.053 15

19.411 18.21 עצוממ 0.047 0.056 עצוממ

0.867 2.266 ןקתתייטס 0.005 0.003 ןקתתייטס



היצלומיסהינותנ-המגוד
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שרפה השדחתכרעמ םייקבצמ הציררפסמ שרפה השדחתכרעמ םייקבצמ הציררפסמ

2.43 19.11 21.54 1 0.000 0.053 0.053 1

0.81 19.45 20.26 2 0.018 0.042 0.060 2

0.78 20.95 21.73 3 0.000 0.053 0.053 3

−4.20 19.57 15.37 4 0.020 0.040 0.060 4

−0.39 20.00 19.61 5 0.003 0.050 0.053 5

−0.31 18.66 18.35 6 0.011 0.046 0.057 6

−3.23 19.36 16.13 7 0.012 0.048 0.060 7

−1.77 18.29 16.52 8 0.016 0.041 0.057 8

−0.67 18.43 17.76 9 0.015 0.042 0.057 9

−1.10 18.46 17.36 10 0.003 0.054 0.057 10

1.97 19.16 21.13 11 0.009 0.042 0.051 11

−3.82 20.48 16.66 12 0.001 0.054 0.055 12

−1.25 20.66 19.41 13 0.012 0.045 0.057 13

−2.30 18.51 16.21 14 0.011 0.043 0.054 14

−4.97 20.07 15.10 15 0.006 0.047 0.053 15

−1.201 19.411 18.21 עצוממ 0.009 0.047 0.056 עצוממ

2.215 0.867 2.266 ןקתתייטס 0.007 0.005 0.003 ןקתתייטס



:ךשמה-בףיעס

:םישועונחנאשתואוושההרפסמבקלחנαתא•

αtotal = 0.1 αi = 0.05

:םידדמהמדחאלכרובעךמסהחוורתאבשחנ•

:םימוגפהזוחא

0.009± t
1− 0.05

2
,15−1

∗
0.007
√
15

= [0.00512, 0.0128]

.ךמסהחוורתולובגבאצמנאל0יכתוארלןתינ

תופולחההזדדמרובעיכרמאנ,םימוגפהזוחאתארעזמלםיפאושונאויבויחךמסהחוורשןוויכ

.1הפולחלעהפידע2הפולח,5%לשתוקהבומתמרבתונוש

:םוהיזהתמר

−1.201± t
1− 0.05

2
,15−1

∗
2.215
√
15

= [−2.427, 0.0257]

דדמרובע,5%לשתוקהבומתמרביכרמאנןכלוךמסהחוורתולובגבאצמנ0יכתוארלןתינ
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Python-בשומימ

https://colab.research.google.com/drive/

1FoxALcrsFrJ_Oj9UTG9dAGVfPbYcAsq3

https://colab.research.google.com/drive/1FoxALcrsFrJ_Oj9UTG9dAGVfPbYcAsq3
https://colab.research.google.com/drive/1FoxALcrsFrJ_Oj9UTG9dAGVfPbYcAsq3


םוכיס

tגווזמ Welchיפלבוריק

תופולחהיתשלnותוא הפולחלכרובעםינושn-בשמתשהלןתינ

תוצרההןיבםאתמםייק תוצרההןיבםאתמןיא

CRNעצובםאשמתשהלןתינ CRNעצובםאשמתשהלןתינאל

setרמולכ(CRNעצבנהדובעביכ!בלומיש seed(–בצמהתאץירנ

רחאseedםעהאבההצרהלרובענוseed-הותואםעתופולחהתאוםייקה

..האלהךכו,תעבםגתופולחהוםייקהבצמלseed-הותואךא-םעפה

For i in range(number_of_runs):

np.random.seed(i*2+40) - any function of I

measue1, measue2, measue3 = run_simulation()


